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) BOAY VINDAD

Seja bem-vindo(a) ao curso de logica elementar!

A leitura desse material ira Ihe proporcionar a oportunidade de aprender sobre raciocinio
formal e linguagem simbdlica. Isso podera ajudar vocé a ampliar os conhecimentos
gerais, que € um dos objetos da formacgao superior.

Desejamos bons estudos!
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Mpresentagio gy} ﬁ

A Logica € um campo particularmente interessante da Matematica e da
Filosofia. Alids, “as logicas”, ja que existem muitas l6gicas diferentes (e, varias,
incompativeis entre si). Em particular, o estudo de uma légica pode ser uma
alternativa Unica para introduzir um modo mais formal de raciocinar, certamente
perpassado pela questdo da simbolizacéo e da formalizacéo, e da aderéncia a
regras rigidas para o pensamento.

N&o se assuste com tanta informacao! Este é

um curso introdutério, mais simples, em que
vocé estudard apenas uma pequena parte
da logica formal classica, exatamente a parte
chamada Légica Proposicional Classica.

Assim, a0 mesmo tempo que objetiva o desenvolvimento dos elementos ja
mencionados, mantivemos o conteddo em um minimo de modo a ser possivel cobri-
lo em um pequeno intervalo de tempo de aproximadamente duas semanas.

Para que vocé possa utilizar este texto da melhor maneira possivel, apresentamos
a seguir uma legenda com os icones que chamardo sua atencdo para alguma
atividade importante ao longo do texto.

Este icone aponta para a oportunidade
de se fazer uma pesquisa (na internet

ou em outro canal de informacdes) para
expandir ainda mais seus conhecimentos
sobre o tema que esta sendo discutido.

(S Y )



APRESENTAGAD

Este icone apresenta uma videoaula
sobre o tema da secdo em que ele esta
inserido. Apresenta, assim, explicacdes em
video sobre o assunto da secao.

Este icone representa um botdo
interativo. Ao clicar vocé revela alguma
informagdo. Um exemplo de utilizagéo é
para demonstrar a solugdo de um problema.

Esperamos que 0 curso possa trazer a
VvOCé novos conhecimentos, assim como
ajuda-lo no processo de aprendizagem!
Bons Estudos.
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L dpica N l ii

proposicional: linguaguem

Vamos comecar tratando da linguagem
da Logica Proposicional.

Com o estudo dessa parte da légica formal classica, pretendemos comecar a
mostrar como € possivel utilizar uma notacdo simbdlica para reescrever discursos
emitidos em linguagem natural. Mais ainda, vamos mostrar como é possivel, com a
aplicacao de métodos adequados de analise, proceder a umainvestigacao sistematica
do carater de verdade ou falsidade das sentencas que compdem tais discursos.

Ao final deste estudo, vocé devera ser

) ‘i capaz de:

* reconhecer os elementos que constituem o alfabeto da logica proposicional,

e identificar uma férmula bem formada escrita na linguagem da lbgica
proposicional,

e traduzir uma férmula bem formada da I6gica proposicional para a linguagem
natural;

e traduzir uma sentenca da linguagem natural para a l6gica proposicional; e

* interpretar uma sentenca da logica proposicional.

(S Y )



1. 0 ALFABETO DA LOGICA
PROPOSIGIONAL

Assista 0 video com a apresentacao do
alfabeto da l6gica proposicional.

O estudo da logica proposicional depende, crucialmente, de que vocé desenvolva
rapidamente sua capacidade de simbolizacdo. O elemento basico que nos fornece
essa possibilidade é o alfabeto. Assim, é preciso comecar este estudo a partir da
definicdo basica de um alfabeto para a légica proposicional.

Depois, sera necessario definir uma sintaxe, ou seja, um conjunto de regras que
diferencie construcdes linguisticas bem formadas, feitas utilizando-se o alfabeto
e compativeis com certas regras gramaticais, das mal formadas, e também uma
semantica, que permite interpretar as formulas bem formadas em termos de seus
valores de verdade. Comecemos, pelo alfabeto:

O alfabeto da légica proposicional é constituido por:

e Simbolos de pontuacéo: “(*, “)";
* Constantes logicas (ou simbolos de verdade)

. V: |é-se “verdadeiro™;
F: |1é-se “falso”;
Simbolos proposicionais: p, q,r, s, p%, g*, r*, s'...;

Conectivos proposicionais:

-p: |é-se “nao p”;
pvVvq:lé-se“pouq’;
pP~"q:lé-se“peq’;

. p - q:lé-se “se p entéo q”;

. p - q:lé-se “p se, e somente se, q".



https://www.youtube.com/watch?v=I7N0WpmQSzY&feature=youtu.be

D ALFABETO DA LOGICA
PROPOSIGIONAL

Note que o alfabeto da l6gica proposicional, ao
contrario dos alfabetos das linguas naturais,
possui infinitos simbolos (devido aos simbolos
proposicionais e seus indices). Isso se da,
basicamente, pelo carater formal das anélises
gue interessam a logica.

Ha ainda outra razdo interessante: os simbolos p, q etc. sdo simbolos que
representam proposicoes, ou seja, basicamente sao frases que podem assumir valor
de verdade igual a verdadeiro ou falso.

Existe uma infinidade de proposi¢cdes que podemos formar. Isso difere das letras
do alfabeto do portugués, por exemplo, que sdo em numero finito, mas que podem
ser utilizadas em combinacgao para formar infinitas palavras.

O processo de formalizacdo se constitui pela associacdo de uma proposicao
qualquer (e.g. “Paulo € um bom aluno” etc.) a um simbolo proposicional, como p,
justamente para que seja possivel manipular esse simbolo independentemente do
conteldo a ele associado, ou seja, do estado de coisas especifico que a ele se
atribua.

Ja os conectivos proposicionais introduzem
algum tipo de relagcao entre a linguagem
natural e a simbolizacao da mesma, uma
vez gue tais conectivos pretendem ser uma
representacao simbdlica de (pelo menos)
uma leitura (possivel) das conjuncdes.

(I) aditivas: “e”,
(I1) alternativas: “ou”,
(I11) conclusivas: “se... entdo...” e do

(IV) advérbio de negacéao: “nao”.

10
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D ALFABETO DA LOGICA

Se pudermos fornecer a tais conectivos proposicionais regras
pelas quais eles possam ser manipulados especificamente quanto a
sua veracidade ou néao (seu valor de verdade), entdo teremos descoberto o

funcionamento I6gico de uma parte das linguas naturais que utilizam esses conectivos.
E interessante notar, entretanto, que as linguas naturais se constituem a partir de
uma gama muito mais extensa de elementos do que os acima apresentados. Assim,
por exemplo, temos as construcdes feitas a partir das conjuncdes adversativas (e.g.
‘mas’, ‘porém’, ‘todavia’ etc.).

Usualmente, afirma-se que o conectivo “e”, por
exemplo, é capaz de captar o funcionamento da conjuncao

“mas”. Assim, a oracao “Paulo é um bom aluno, mas nao
tem estudado muito” teria 0 mesmo contetdo l6égico da
proposicdo “Paulo € um bom aluno e ndo tem estudado
muito” (onde “e”, aqui, € o conectivo légico j& introduzido).

A questdo (complexa) é saber se, de fato, o contetdo veiculado pela primeira
oracao € o mesmo que o veiculado pela segunda. Parece-nos que existe, na primeira
oracdo, algo que a segunda nao capta, que é a contraposi¢cao entre os contetdos
semanticos de “ser bom aluno” e “ndo estudar muito”. As linguas naturais sao prédigas
em introduzir esses elementos para fins de: énfase, introducdo de pressupostos
textuais etc.

De fato, parece-nos que a primeira oracdo introduz uma segunda proposi¢cao
(elidida) equivalente a “se alguém € um bom aluno, entdo deve estudar muito”, e que
esta absolutamente ausente da proposicédo formada utilizando-se o conectivo “e”. A
questdo, entretanto, se torna complexa quando se deseja saber até que ponto tais
conteddos semanticos das linguas naturais sdo necessarios para a atribuicdo de
valores de verdade (conteudos l6gicos) a proposicao e suas combinacgdes, pois € com
a atribuicdo (ou o calculo) de valores de verdade as proposi¢des e aos argumentos
gue a logica formal se preocupa.

Acreditamos que a compatibilidade
dos conteudos semanticos com 0s

conteudos l6gicos dependa do tipo de
argumento e dos tipos de inferéncias
gue pretendemos fazer.

11
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D ALFABETO DA LOGIGA

Muitas vezes, mesmo no uso de orac¢des encadeadas na ﬁ

lingua natural, esta-se interessado em retirar delas seus conteudos
de verdade, implicando maior grau de adequacédo a traducéo légico-simbdlica.
No gque se segue, estaremos sempre supondo que 0s ambitos de analise em que
nos colocamos sdo sempre aqueles que permitem tal traducédo. As constantes
l6gicas devem comparecer no n0SSo sistema para que possamos nos referir a
elementos sintaticos como “a verdade” ou “a falsidade”.

@@'
|

Por exemplo, intuitivamente (por enquanto, ao
menos), podemos inferir de uma proposicado do

tipo p - F que deve ser uma proposicao falsa
(independentemente do seu conteudo), visto que
gueremos dizer com p -~ F que, da proposicao,
sempre tiramos conclusfes falsas (entdo, ndo poderia
ser verdadeiro em nenhum caso). Voltaremos a essas
guestdes mais adiante.

12
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2. A SINTAXE DA LOGICA
PROPOSIGIONAL

Assista 0 video com a apresentacdo da
sintaxe da logica proposicional.

Assim como no portugués, bem como em qualquer outra lingua natural, a l6gica
proposicional conta com certas regras que permitem combinar os elementos do
alfabeto nas chamadas férmulas bem formadas (“fbf”, em portugués, e wff, well-
formed formulas, em inglés). Tais regras, basicamente, introduzem uma sintaxe ao
sistema, que, até este ponto, contava apenas com um alfabeto.

Assim como certas combinacfes dos elementos do alfabeto s&o inaceitaveis em
uma dada lingua natural, também na Iégica proposicional algumas combinacdes de
elementos de seu alfabeto ndo sdo permitidas. As regras que definem as combinacdes
permitidas sao precisamente aquelas que definem as fbfs. Essas regras estdo

apresentadas na definicdo a seguir.
Definicdo: as formulas da linguagem da légica proposicional sdo construidas a
partir dos simbolos do alfabeto, com o uso das seguintes regras:

Todas as constanteslogicas e os simbolos proposicionais
sao fbfs;

Se H é uma férmula bem formada, entédo (-H) é fbf;

Se H e G sao formulas bem formadas, entdo (HV G) é
fbf;

Se H e G sédo férmulas bem formadas, entdo (H " G) é

fbf;

Se H e G sao férmulas bem formadas, entdo (H - G)
é fbf;

Se H e G sao férmulas bem formadas, entdo (H - G)
é fbf.

13
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https://www.youtube.com/watch?v=tfs_UgeHaAY&feature=youtu.be

A SINTAXE DA LOGIGA
PROPOSICIONAL |

Note ainda que a definicao anterior possui carater recursivo, ou
seja, a definicdo de formula bem formada de uma férmula (e.g. (H v G))
utilizou a nocdo de férmula bem formada das suas “componentes” (no exemplo H
e G). Basicamente, é uma definicdo da nocao de formula bem formada complexa a
partir de férmulas bem formadas mais simples.

E importante, pois, fornecer uma defini¢éo precisa do que sejam essas “formulas
mais simples”.

Definicao: dada uma féormula bem formada H, temos:
H é subformula bem formada de H;

Se H = (=G), entdo G é uma subférmula bem formada de H;

SeH=(GVE), (G"E), (G - E), ou (G ~ E), entdo tanto G
guanto E sdo subférmulas bem formadas de H.

Consideremos alguns exemplos:
Exemplo: Nos exemplos a seguir as expressfes sao formulas bem formadas (fbf)

da logica proposicional? ldentifique todas as subférmulas da férmula dada, quando
for o caso. Quando a expressao nao for uma fbf, reescreva-a como uma fbf:

H=((p - (qvr))« ((=p1) v(p2 - (42 - (=1)))));
G=(p - -n);

E=(pvqg - rvs);

14
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A SINTAXE DA LOGICA
PROPOSIGIONAL

ﬁ Solucdo

« E fbf. Temos as subférmulas bem formadas: p, p1, p2, 92, r, q, (-p1), (=r), (q vr),
(92 (2r)), (P~ (q vr), (P2~ (92 - (1)), H;

 Nao é fbf. Deveria haver um par de parénteses englobando a expressao -r.
Entretanto, € usual ndo considerar esses parénteses como necessarios, assumindo-
se uma prioridade do conectivo = sobre todos os demais. Assim, poderiamos ainda
considerar G como uma fbf, desde que assumissemos essa convencao (0 que
faremos no que se segue). De qualquer modo, G poderia ser escrita como (p - (Ar));

* Nao é fbf. Também estdo faltando parénteses nessa formula. Note, porém, que
aqui pode haver grande ambiguidade, visto que podemos obter formulas distintas,
dependendo de como coloquemos os parénteses (ou da regra de precedéncia que
adotemos). Poderiamos escrever E como: (i) (pvq) — (rvs))ou(i)(pv((q - r)vs)),
ou ainda ((p v (q — r)) vs). Como dissemos, temos também regras de precedéncia
para as interacdes entre os conectivos — e v (entre outros), mas nao as adotaremos
aqui. Assim, para termos uma fbf, devemos colocar os parénteses em uma das
formas mostradas anteriormente.

- Podemos representar uma formula também fazendo o uso
' de arvores. Nessa representacao, 0s nos das arvores sao

ocupados por conectivos, enquanto que 0s ndés terminais
‘~ : (ou folhas) sdo ocupados pelos simbolos proposicionais,

B

sem a presenca de qualquer conectivo.

Cada trecho da &rvore, que vai do no principal até um n6 terminal, € chamado de
“ramo da arvore”. Pode haver também ramos que ligam entre si dois ou mais nés
guaisquer, que seriam 0s sub-ramos dos ramos da arvore. Os ramos das arvores
estabelecem a maneira como o0s conectivos estruturam uma formula.

Essa representacdo em termos de arvores nos sera bastante Gtil mais adiante
para demonstrar alguns resultados importantes da I6gica proposicional. Ela servira
de fundamento para um meétodo de demonstracdo chamado “demonstracdo por
tableaux”. Assim, é interessante que o conceito de arvore e aqueles a ele vinculados
estejam muito claros para vocé. A seguir, apresentamos um exemplo em que €
mostrada também a arvore relativa a uma proposi¢cao complexa.

15
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A SINTAXE DA LOGICA
PROPOSICIONAL

Exemplo

Construa a arvore proposicional associada a proposicao

(P~ (qvr) o (Aplv(p2 -~ (92 - =1)))).

Solucao: a solucédo esta indicada na figura a seguir:

T
./”"/ g
(=pyy{pa—={oze=r)) p={gvr)
= .
wp pzﬂﬁﬁﬂr) P (941

. Y N \
P1 P2 q#\_'r o r

Finalmente, veja se, com o que vocé ja aprendeu,
consegue resolver o problema a seguir:

Problema: utilize a representacdo em arvore para provar
gue se H é formula e G é subférmula de H, entédo toda
subférmula de G é subférmula de H.

Tente resolver primeiro, depois confira no gabarito:

16
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3. SEMANTIGA DA LOGIGA
PROPOSIGIONAL

Assista 0 video com a apresentacao da
semantica da l6gica proposicional.

Agora que ja tratamos dos elementos sintaticos do nosso sistema de I6gica formal,
€ preciso introduzir seus correlatos semanticos. Ja ressaltamos que as logicas séo
linguagens, assim como as linguas naturais, e que, portanto, necessitam de uma
definicdo de significado que seja adequada aos elementos que as compdem e aos
seus interesses especificos.

Duas perguntas surgem dessas primeiras consideracgoes:
1. Em que tipo de significado a l6gica formal esta interessada?

2. Estamos falando de que elementos?

A primeira pergunta pode ser facilmente
respondida, se nos lembrarmos de

gue estamos interessados em analisar
0s conteudos de verdade de certos
raciocinios ou argumentos.

Assim, a semantica da légica proposicional vai se limitar
a trabalhar com valores de verdade. Dessa maneira, dar o
significado de certa proposicédo é interpreta-la de tal modo a
fornecer seu valor de verdade.


https://www.youtube.com/watch?v=FPqYNYULCZA&feature=youtu.be

A SEMANTIGA DA LOGICA
PROPOSIGIONAL \%

A segunda pergunta pode ser respondida se
lembrarmos que definimos o alfabeto da I6gica
proposicional e aquela na quale definimos a
sintaxe do sistema.

S&o precisamente os simbolos do alfabeto que devem ser interpretados, pois uma
semantica implica necessariamente uma interpretacao.

Ja definimos os elementos béasicos de nosso formalismo (por enquanto), que séo:
os simbolos proposicionais, as constantes légicas e 0s conectivos.

Assim, uma semantica devera fornecer-nos um mecanismo simbdlico pelo qual
possamos atribuir a uma dada formula bem formada complexa da l6gica, ou também
a um argumento, o seu valor de verdade. Isso deve ser possivel de se fazer com
base apenas nos valores de verdade dos elementos constitutivos mais basicos
das fbfs, que sdo as proposi¢cdes e as constantes logicas, e no funcionamento dos
conectivos.E esse carater composicional da logica formal (e de outras) que da a
mesma 0 seu imenso poder.

18
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A. DIGAS DE TRADUGAO

Assista o0 video com a apresentacdo de
dicas de traducao da linguagem natural
(portugués) para a linguagem da ldgica
proposicional.

A traducgéo de um texto escrito em uma lingua natural qualquer para a linguagem
simbolica da logica proposicional ndo segue um padrdo mecanico. Entretanto,
podemos dar algumas dicas que, na grande maioria das vezes, funcionam bem.

e Devemos traduzir sempre ‘mas’, ‘porém’, ‘embora’ (e outros elementos
adversativos) como ‘e’, como nos exemplos a seguir:

e Embora Jodo tenha estudado,
saiu-se mal na prova: (J N s)
[=Jodo estudou (j) e saiu-se mal
na prova (s)];

« Jodao estuo_lou, mas saiu-se mal
na prova: (j M s);

e Devemos traduzir ‘a menos que’ por ‘ou’, como no exemplo a seguir:

Jodo morrera, a menos que (Joao)
se alimente corretamente: (j v m)

[=Jodo se alimenta corretamente ou
Jodo morrera];

19
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https://www.youtube.com/watch?v=aYCFVAHTOAw&feature=youtu.be

DIGAS DE TRADUGAD
e Se encontrarmos a frase p é suficiente para q, devemos
traduzi-la por p - q;
la

e Se encontrarmos a frase p € necessario para ¢, devemos traduzi-

por=p -=4q;

e Se encontrarmos a frase p é necessario e suficiente para ¢, devemos traduzi-
la por p - ; como nos exemplos a seguir:

 Para que Joado passe de ano é
suficiente que (Jodo) estude:
(j -~ p) [FJodo estuda - Joéo
passa de ano];

Para que Jodo passe de ano é
necessario que (Joao) estude:
(7] - =p) [FJodo néo estudar -
Jodo ndo passar de ano];

Héa, evidentemente, muitas outras situacées em que traducbes podem ser
adiantadas da forma como fizemos. Entretanto, as que ja apresentamos dao uma
ideia de como isso pode ser feito no caso mais geral, de modo que deixamos ao leitor
outras possibilidades de simbolizacéo.

20
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— 4 ~ ~
b. A FUNGAD INTERPRETAGAQ

Assista o video que introduz a funcéo

interpretacdo, pela qual se pode efetivar a
semantica da logica proposicional.

) Do que vimos até agora, fica claro que € preciso um
ﬁ! aparato formal que possibilite, dada uma fbf da ldgica,
) g fornecer a cada um dos elementos que a constitui seu valor
'- : de verdade e, a0 mesmo tempo, obter dessa informacao o
[

valor de verdade da composicdo que é realizada pela fbf.

O que precisamos, portanto, é de uma funcdo que receba como elementos do
seu dominio fbfs, e que contenha, no seu contradominio, os dois valores de verdade
possiveis na légica formal (que € bivalente). Assim, a funcao interpretacdo pode ser
definida como:

Definicdao: a funcdo interpretacdo de uma férmula bem formada:

A interpretacéo da fbf H, simbolizada por |[H], € uma funcdo que tem por dominio
o conjunto infinito das fbfs da légica proposicional e que tem por contradominio o
conjunto {V, F}, ou seja,

l:C_’{V1F}1

em que C € o conjunto infinito das fbfs da Iégica formal.

21
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https://www.youtube.com/watch?v=k61AEkcJ0GQ&feature=youtu.be

definir a maneira pela qual ela atua sobre os diversos elementos de
nosso alfabeto.

Definicdo: a interpretacao dos diversos elementos do alfabeto é dada por (H
e G sao fbfs):

| [VI=V, | [F]=F;

Se p é simbolo proposicional,
entéo | [p] € {V, F};

Se H=-G, entao

| [H]=V see I[G]=F;
| [H]=F see I[G]=V;

Se H=G V R, entao

| [H]=F see | [G]=F e | [R]=F;
| [H]=V see | [G]=V ou | [R]=V;

Se H=G A R, entao

| [H]=F see | [G]=F ou | [R]=F;
| [H]=V see | [G]=V e | [R]=V;

Se H=G = R, entao

| [H]=F see | [G]=V e | [R]=F;
| [H]=V see | [G]=F ou | [R]=V;

Se H=G < R, entao

| [H]=V see | [G]=I[R];
| [H]=F see | [G]#I[R].

* Em matematica usa-se “see” para simplificar “se, e somente se” que tem uma funcéao
|6gica diferente de “se”.
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A FUNGAD INTERPRETAGAD

Assim, definimos a atuacao da funcao

interpretacdo sobre os elementos do alfabeto
(simbolos proposicionais e constantes légicas,
bem como conectivos légicos), restando mostrar
como essa definicdo pode nos guiar na analise
de férmulas complexas.

A propria definigdo anterior nos da essa dica, quando se estabelece a partir de uma
definicdo recursiva (uma vez que utiliza a no¢éo de formula quando vai estabelecer
a definicdo dos conectivos l6gicos).

O exemplo a seguir mostra como a analise do valor de verdade (a interpretacéo)
de uma férmula pode ser estabelecida a partir dos valores de verdade de seus
constituintes mais basicos.

Exemplo: diga quando o valor de verdade da proposi¢cado complexa (p A q) - (=r
V(g - p))) sera verdadeiro. Faca o mesmo para o valor de verdade falso. Diga entéo

qual o valor de verdade desta proposicdo complexa, sabendo que l[p]:V, l[q]:F,

l[r=F.

Solucéao: das definicdes anteriores temos que:

l[((p A a)~ (= v(g - p))I=F see l[(p A q)]=V e l[(-r v(q -~ p))]=F. Mas, sabemos
que l[(p A Q)]=V see l[p]:V e l[q]:V. Da mesmaforma l[(-r v(q -~ p))]=F see l[(-r)]:F

e l[(q o p)]=F; assim, devemos ter l[r]:V. Entretanto, da dltima expressao l[(q o
p)]=F tiramos que l[q]#l[p]. Mas sabemos que l[p]:l[q]:v, de modo que néo é possivel
gue tenhamos todas os requisitos satisfeitos para que l[((p AQ)-(=rv(q - p))]=F.

Como soO resta uma Unica possibilidade, temos que l[((p AqQ)-(ar v(g - p)))=Vv
sempre. Proposicdes que sao sempre verdadeiras, independentemente do valor
de verdade de seus constituintes, sdo ditas tautologias. Note que nem precisamos

saber l[p], l[q] ou l[r] para dizer que a interpretacdo de toda a proposicédo é V.



A FUNGAD INTERPRETAGAD

Deixamos, agora, para vocé, um exemplo de
aplicacdo dos desenvolvimentos feitos até aqui.

Problema: repita o exemplo anterior para a férmula

((p Vv (g A (an) ~ ((=P)A(G ~1))).

Solucao: Suponha, entdo, que o antecedente é verdadeiro. Se o antecedente
€ verdadeiro, entdo p € verdadeiro ou q e =r sdo ambos verdadeiros, ou seja, q €
verdadeiro e r é falso. Suponha primeiro que p é verdadeiro, entdo =p é falso e a
conjuncédo do consequente é falsa. Assim, teremos um antecedente verdadeiro e um
consequente falso, indicando que a implicacdo é falsa. Desta maneira, a implicacao
serd falsa sempre que p for verdadeiro. Suponha, agora, que q € verdadeiro
e r é falso. Entdo q-r é falso, e a conjuncdo do consequente sera falsa. Assim,
novamente, teremos um antecedente verdadeiro e um consequente falso, dizendo
que a implicacdo légica €, no seu total, falsa. Como esgotamos as maneiras de o
antecedente ser verdadeiro e o consequente também, entdo, para que a implicagao
l6gica seja verdadeira, o antecedente deve ser falso. Isso s6 sera verdade se p
for falso e (q e (=r)) for falso também. Ou seja, se p for falso e q for falso ou se p
for falso e r for verdadeiro. Isso esgota todas as situacdes em que a proposicao e
verdadeira. No quadro abaixo, escrevemos as possibilidades:

Antecedente O consequete A proposicao

Consequente

Falsa
falso

p verdadeiro
Antecedente

verdadeiro q verdadeiro e r Consequente
Falsa
falso falso
é falso e N&o importa o .
P q P Verdadeira
Antecedente falso consequente

falso Péfalsoeré Nao importa o
verdadeiro consequente

Verdadeira
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A FUNGAD INTERPRETAGAD

O que é interessante é que poderiamos “resumir” essas condicdes
em uma tabela que cobriria todas as possibilidades. Vejamos a tabela a seguir

-

((p v (q A (=r))) - ((=P)A (g - 1))

F (p é verdadeiro)
F (p é verdadeiro)
F (p é verdadeiro)
F (p é verdadeiro)

V (p é falso e r é verdadeiro)

F (p é falso e g é verdadeiro e r é falso)
V (p é falso e r é verdadeiro)
V (p é falso e q é falso)

ittt <<l <| <ke]
mim< < immni< < e
mT< < 1< 1<

Note que cobrimos todas as combinac¢des possiveis entre p, q e r.

Existem modelos mais diretos de analise de férmulas complexas quanto a sua
interpretacao.

A seguir, vamos abordar um deles.




Assista o video que introduz as tabelas
verdade; uma forma de concretizar, de
maneira mecéanica, a funcao interpretacao
da logica proposicional.

No intuito de tornar mais direta e mecéanica a analise de férmulas complexas da
I6gica proposicional, alguns construtos formais podem ser definidos. Vamos agora a
estudar um deles: o método das tabelas verdade.

As tabelas verdade apenas colocam em forma tabular aquilo que ja apresentamos
na definicdo de funcéo interpretacdo. Sua forma de apresentacédo, entretanto, garante
uma transparéncia muito maior dos procedimentos de andlise de uma férmula
complexa qualquer. Para vermos isso, considere o exemplo a seguir.

Exemplo: mostre que a formula (p —+ g) + (g = —p) & sempre verdadewra, mdependentements dos valores de verdade dos simbolos proposicionas que 2 compdem
Solugdes: ora, quersmos mostras que Jl(p —+ g) ++ (~g = —p)| = F & impossivel. Mas

Jip—+q)  (~g =+ -p)| = F see
Op—=gd=Vellq=-pl=F*) cu(Jp—+g=FeIq=-g=V)(*
Mas

(Wp—2gd=Velqg—-pl=F see(Jip| =Fouldlg=V)e (g =Vel-p=F)
(*Np+d=Felg—+ o=V see(Jpl=Vellg =F)e(Jgd =Foud-p=V)
Entretanto, nenhuma das possibihdades associadas s hohas (*) ¢ (**) pode, de fato, ocorrer. No primerro caso temaos
(*)(Jlpl = Foudlgl =V)e (Jlg = F e Jlp| = V) ¢ que é um absurdo;
ENURNED qUe, 10 SEgundo c350, mos
(**) (3] =V ¢ Jlg) = F)e (Jg] = V e J[p| = F) 0 que também & um absurdo.

Assim, ambas as possibilidades relacionadas com a falsidade da féormula implicam
absurdos ldgicos, o que quer dizer que a formula ndo pode ser falsa. Note que os
valores de verdade da ultima coluna foram obtidos dos valores de verdade das duas
colunas hachuradas em amarelo.
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https://www.youtube.com/watch?v=wjk6cvBU_G8&feature=youtu.be

TABELAS VERDADE

Note que, no exemplo anterior, ndo é simples

perceber os dois absurdos mencionados. A
seguir, vamos apresentar o método das tabelas
verdade e mostrar como elas podem simplificar,
em certo sentido, alguns dos elementos discutidos
anteriormente.

De fato, as definicdes anteriores para a interpretacdo dos conectivos ficam dadas,
em formato de tabelas verdade, como apresentado nas tabelas a seguir.

¢ Para o conectivo “nao”:

Tabela do conectivo "nio" (

).

« Para o conectivo “e”:

Tabela do conectivo "e" (/).

Lo B e - |
o Bl Bl - |
-n-n-n-:‘E

« Para o conectivo “ou”:

Tabela do conectivo "ou" (

V).
p q PVa
\ v v
! F v
F W Y
F F F
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TABELAS VERDADE

¢ Para o conectivo “se... entdao”:

Tabela do conectivo "se...

entio..." ().

-~
=]
-
=

-
U gy ol

e
=
-t

« Para o conectivo “se... e somente se...”

Tabela do conectivo "se... e

somente se...'" ().

P q PF g
W W W
W r r
F v F
F F W

As tabelas exauriram completamente as possibilidades de se atribuir valores
de verdade aos seus constituintes mais basicos (dois para a negacao, que € um
operador unario, quatro para os demais, que sao operadores binarios).

Note que uma proposicdo que tenha n simbolos proposicionais diferentes sera
representada por uma tabela verdade contendo 2" linhas. Esse &, alias, um dos
problemas com o método das tabelas verdade, como discutiremos a seguir.

A partir dessas tabelas verdade, é facil obter

o valor de verdade de qualquer proposicao
complexa, baseando-se nos valores de
verdade de seus constituintes mais basicos.
O exemplo a seguir mostra como isso pode
ser realizado.
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TABELAS VERDADE

ﬁ || Exemplo: considere a proposi¢cao

Mostre que é uma tautologia.

Solucgdes: para tanto, basta fazer a tabela verdade associada a proposicao em
guestdo. Como sao trés simbolos proposicionais distintos, teremos oito linhas na
tabela. As oito possibilidades de combinacdo de valores de verdade dos simbolos
proposicionais p, q e r sdao dadas abaixo, bem como suas combinacdes nos
constituintes das diversas colunas.

p-q ((p-d)-r) pA-g rv(pAnq)  proposicéo
V = \ V

mommmn< < < < T

q
\
\Y/
F
F
\
\/
F
F

m<im<mn< nn< =

Nessatabela, “proposicao” representa a proposi¢cdo completa. Note que s6 constam
valores de verdade V para a ultima coluna, implicando que a proposicéao considerada
s6 pode assumir valores de verdade V, independentemente dos valores de verdade
dos simbolos proposicionais que a compdem. Note também que a andlise da férmula
completa foi feita a partir das analises sucessivas de suas subférmulas.

O método de tabelas verdade, ainda que sempre forneca o resultado desejado,
padece de um problema pratico quanto a aplicacdo: ele é desnecessariamente
laborioso. Para contornar esse problema, podemos citar dois outros métodos que
também séo utilizados para avaliar o valor de verdade de proposi¢cdes complexas.
Esses métodos avaliam o valor de verdade de proposi¢c6es complexas, geralmente,
com muito menos passos do que aqueles exigidos por uma demonstra¢cdo usando
tabelas verdade. Sao conhecidos pelos nomes de método de arvores semanticas e
método de reducdo ao absurdo. Entretanto, por se este um curso apenas introdutorio
e elementar, ndo vamos apresentar os outros dois métodos.

29

(S Y )



. CRCUTOS LETRGISE S l
FLETRONICOS

Existe uma relacao direta entre a légica proposicional e os circuitos eletrénicos
modernos. De fato, as chamadas portas Iégicas implementam justamente a l6gica
proposicional formal. Isso ocorre porque, nos circuitos eletrénicos, interessa saber
apenas se por um “fio” especifico passa ou nao corrente. Assim, podemos fazer a
relacéo

0 volts « Falso
+5 volts « Verdadeiro

e as portas logicas nos ajudam a obter, a partir de
combinacfes suas, os valores de verdadeiro ou falso que
desejarmos.

Desse modo, para cada um dos conectivos
l6gicos E, OU e NAO, existe uma porta logica
correspondente. Os conectivos SE...ENTAO e <
SE...E SOMENTE SE ndo possuem porta logica
correspondente. Vocé consegue imaginar o
porqué? Vejamos essa relagdo entre portas logicas
e conectivos nos aplicativos a seguir:

Conectivo “OU”:

Autor: Nelson Lillo Teran. Aplicativo em: https://lwww.geogebra.org/m/
gvxkqUON

,T

Este aplicativo implementa o conectivo “disjun¢cédo” OU. Movimente os pontos
Descricao: vermelhos para fechar ou abrir o circuito e ver em qual situacéo a lampada
acende. Entdo, compare o resultado com o que sabe sobre o conectivo OU.

O simbolo em eletrdnica para a porta l6gica OU é: D

Assim, se inserirmos uma voltagem em qualquer um dos pinos a esquerda,

Representacao: teremos essa voltagem no pino a direita. Se ambos o0s pinos a esquerda

estiverem sem voltagem (0 volts), entdo o pino a direita também estara a 0
volts.
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 https://www.geogebra.org/m/gvxkqU9N

BIRCUITOS ELETRICOS

|- F ELETRONICHS

Conectivo “E”:

Autor: Nelson Lillo Teran. Aplicativo em: https://lwww.geogebra.org/m/

E79FWpZF
P q
®
p | al] paqg
F|F| F

Este aplicativo implementa o conectivo "conjun¢cédo” E. Movimente os pontos

Descricao: vermelhos para fechar ou abrir o circuito e ver em qual situacao a lampada

acende. Entdo, compare o resultado com o que sabe sobre o conectivo E.
O simbolo em eletrdnica para a porta logica E é:

d>- =

FEJGEENEEH  Assim, se qualquer um dos pinos a esquerda (ou ambos) estiverem a 0 volts,

entao o pino a direita estara a 0 volts. Se ambos o0s pinos apresentarem
voltagem, entdo essa voltagem estara também no pino a direita.

Conectivo “SE.... ENTAO...”:

Autor: Nelson Lillo Teran. Aplicativo em: https:/lwww.geogebra.org/m/
ay2KSFod

Este aplicativo implementa o conectivo “implicacdo material” SE... ENTAO....

5 e Movimente os pontos vermelhos para fechar ou abrir o circuito e ver em qual
escricao: . . . .
situacdo a lampada acende. Entdo, compare o resultado com o que sabe sobre

o conectivo SE... ENTAO....

Representacao:
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https://www.geogebra.org/m/E79FWpZF
https://www.geogebra.org/m/ay2KSF9d

BIRCUITOS ELETRIGOS
[ ELETRONICOS

Conectivo “SE.... E SOMENTE SE..."”:

Autor: Nelson Lillo Teran. Aplicativo em: https://lwww.geogebra.org/m/

Z7r2aHCJ
p q
/ /.

_ 9

p—q

plalpre
F|F| Vv

Este aplicativo implementa o conectivo “bicondicional” SE... E SOMENTE
SE..."”. Movimente os pontos vermelhos para fechar ou abrir o circuito e ver em
qual situacdo a lampada acende. Entdo, compare o resultado com o que sabe

sobre o conectivo SE... E SOMENTE SE...

= N&o ha.
Representacio: ’

Descricao:

Tente agora, vocé mesmo, imaginar como seria o0

U
—
caso para o conectivo “NAO”. <
O simbolo para esse conectivo é: l
[ vy et}
Problema: imagine um aplicativo que implementaria o conectivo

NAO nas mesmas bases daqueles que foram apresentados.
Descreva-o utilizando suas proprias palavras.
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https://www.geogebra.org/m/Z7r2aHCJ

BIRGUITOS ELETRIGOS
[ ELETRONICOS

Um circuito integrado nada mais faz do que ajuntar um namero
(muitas vezes enorme) de portas légicas em uma Unica peca fisica, como
mostra a figura a seguir:

- 4 Portas OR: - 4 Portas AND

Agora podemos voltar & afirmacdo de que os conectivos SE... ENTAO e SE...E
SOMENTE SE nao possuem dispositivos eletrbnicos correspondentes. Isso ocorre
porque € possivel mostrar que esses conectivos (e, na verdade, quaisquer outros)
podem ser obtidos da combinac&o dos conectivos NAO, E e OU. Para além dos
conectivos que estudamos, existem outros, como, por exemplo, o conectivo “XOR”
(de exclusive or — ou exclusivo) e o conectivo “NAND” (de not and — nem nem).

Pesquise na internet sobre
estes dois conectivos que mencionamos
anteriormente: XOR e NAND. Veja como

cada um deles pode ser representado por
meio dos conectivos E, OU e NAO.




ENGERRAMENTD

Vimos ao longo desse curso os elementos
fundamentais da logica formal classica,
mostrando como € possivel utilizar uma notacgao
simbdlica para reescrever discursos emitidos em
linguagem natural.

Aqui vocé teve a oportunidade de ver ainda que, com a aplicacdo de métodos
adequados de analise, é possivel realizar uma investigacao sistematica do carater
de verdade ou falsidade das sentencas que compdem tais discursos.

Assim, esperamos que vocé, ap0s esse estudo, reconheca os elementos que
constituem o alfabeto da l6gica proposicional; identifique uma férmula bem formada
escrita na linguagem da légica proposicional; interprete uma sentenca da légica
proposicional e, por fim, traduza uma férmula bem formada
da légica proposicional para a linguagem natural e uma
sentenca da linguagem natural para a légica.

Desejamos sucesso em sua jornada
de estudos!
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Apoio: Organizacéo:




